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摘暋要:结构全局灵敏度分析中存在隐式极限状态函数和高计算量困难问题,提出支持向量机和蒙特卡洛方

法相结合的一种新的全局可靠性灵敏度分析方法。该方法采用支持向量机拟合输入变量与输出响应之间的关

系,同时采用均匀映射得到更多数量的失效样本以获得高精度的代理模型,故仅需少量样本即可将隐式极限状

态函数显式表达,与直接蒙特卡罗方法相比,可显著提高计算效率。数值算例和工程算例表明所提方法具有一

定的工程应用价值。
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Abstract:Aimingatthedifficultiesofimplicitlimitstatefunctionandhigh灢computationalcostinstructuralsen灢
sitivityanalysis,anewmethodisproposedforstructuralglobalsensitivityanalysiswhichisbasedonsupport

vectormachine(SVM)methodandMonteCarlosimulation(MCS).Inthisstudy,SVMisusedtoconstructthe

mappingrelationshipbetweentheinputrandomvariablesandtheoutputresponse.Inordertoobtainacertain

numberoffailuresamples,theuniformmappingisapplied,whichbenefitstoobtainanaccurateSVMsurrogate

model.Theproposedmethodonlyrequiresasmallnumberofsamplestoexplicitlyexpresstheimplicitlimit

statefunction,anditsefficiencyismuchhigherthanthatofMonteCarlosimulation.Numericalandengineering
examplesshowthattheproposedmethodhasthepotentialvalueofengineeringapplication.

Keywords:globalsensitivity;supportvectormachine;implicitlimitstatefunction;uniform mapping

0暋引暋言

结构系统不确定性分析问题主要包括两个方

面:结构输出性能的可靠性分析(ReliabilityAnal灢
ysis)和输入随机参数的灵敏度分析(Sensitivity

Analysis)。其中,灵敏度分析主要是指分析各输

入变量的不确定性对结构系统性能响应量的影

响[1]。灵敏度分析通常分为局部灵敏度分析[2]和

全局灵敏度分析[3]。局部灵敏度分析定义为输入

变量取名义值时功能函数对该变量的偏导数[2],其

不能反映输入变量的整个不确定性范围对输出响

应不确定性的影响;全局灵敏度分析则可以从输入

变量的整个定义范围来衡量该变量对输出不确定

性的贡献程度,在工程实际问题上应用更为广泛。

在众多全局灵敏度研究中,最典型的两类方

法:一是以 A.Saltelli[3]和I.M.Sobol[4]为代表的

基于方差的灵敏度分析方法;二是以 E.Borgono灢



vo[5]和 M.H.Chun等[6]为代表的矩独立灵敏度分

析方法。在结构可靠性分析中,通常采用失效概率

来评估其可靠性,而在结构可靠性设计中,则更关

心输入变量对结构可靠度或失效概率的影响程度

的大小。因此,如果能在得到失效概率的同时得到

输入变量对失效概率的灵敏度排序是研究人员所

期望的。LiL等[7]提出了基于失效概率的全局灵

敏度分析方法,并推导了其与基于方差的灵敏度指

标之间的关系,为可靠性评估与全局灵敏度分析建

立了重要联系。

目前,基于失效概率的全局灵敏度分析的求解

方法主要有两种———数值模拟方法[7]和代理模型

方法[8]。WeiP等[9]给出了三种计算基于失效概

率的全局重要度的数值模拟法,包括直接蒙特卡罗

法、重要抽样法(ImportanceSampling,简称IS)和

截断 重 要 抽 样 法 (TruncatedImportanceSam灢
pling,简称TIS)。对于航空航天等领域中大型的、

复杂的、隐式的结构灵敏度问题,直接蒙特卡洛方

法其输出响应通常需要采用有限元软件得到,计算

量大且计算效率较低。重要抽样法和截断重要抽

样法,虽然计算效率较高,但是设计点个数及其位

置的求解困难,致使重要抽样函数难以确定[10],同

时还需要大量的样本量进行计算。代理模型方法

仅需少量样本构建近似模型来描述输入输出关系,

之后基于代理模型,直接计算灵敏度指标,该方法

可有效避免数值模拟方法需要调用大量有限元计

算的问题,极大地提高了计算效率,且其计算精度

仅依赖于代理模型本身的近似精度。在结构可靠

性设计与灵敏度分析领域,常用的代理模型方法有

响应面法[11]、Kriging模型[12]和支持向量机[13]等,

其中支持向量机因其具有较强的小样本学习能力

和泛化能力,已被广泛应用于工程结构设计和分

析中。

目前,虽然对支持向量机理论的相关研究较

多,但将其作为代理模型应用于结构灵敏度分析的

研究却比较少。因此,本文通过基于支持向量机代

理模型的方法对结构进行灵敏度分析,并对所建立

的方法进行计算精度和效率方面的验证,以期为失

效概率全局灵敏度分析提供一种新的可选方法。

1暋基于失效概率的全局灵敏度指标

考虑一个n 维极限 状 态 函 数Y =g(x)=

g(x1,x2,…,xn),其中x 为输入变量。记无条件

失效概率值PfY =P(g(x)曑0),当输入变量xi 取

某一值x*
i 时的条件概率值为PfY|xi

。当输入变量

xi 不再具有随机性时会对失效概率产生一定的影

响,可以用PfY
和PfY|xi

的差异来度量这种影响。

当这种变化发生在整个输入变量分布域内时,可以

建立一个反映输入变量xi 对失效概率影响程度的

灵敏度指标。CuiLJ等[14]提出了基于失效概率

的全局灵敏度指标:

毮P
i =Exi PfY -PfY旤x

( )
i

2

=曇
+曓

-曓
PfY -PfY旤x
( )

i

2fxi
(xi)dxi (1)

式中:毮P
i 为输入变量xi 基于失效概率的灵敏度指

标;fxi
(xi)为输入变量xi 的概率密度分布函数。

式(1)中灵敏度指标涉及到的两个失效概率

PfY
和PfY|xi

,可通过数值模拟方法求解。

PfY
可改写为

PfY =曇…曇g(x)曑0
fX(x1x2…xn)dx1dx2…dxn

=曇…曇Rn
IFfX(x1,x2,…,xn)dx1dx2…dxn

=E(IF) (2)

式中:Rn 为n 维 变 量 空 间;IF 为 指 示 函 数,当

g(x)曑0,其值为1,反之,其值为0。

同理,PfY|xi
可改写为

PfY旤xi
=E(IF旤xi) (3)

将式(2)~式(3)代入式(1),可得

暋暋暋毮P
i =Exi E(IF)-E(IF旤xi[ ])2

=Var[E(IF旤xi)] (4)

结合全方差公式和式(2),可以定义基于失效

概率的矩独立灵敏度指标为

Si=Var[E(IF旤xi)]
Var(IF) =

Vi-P2
f

V
(5)

式中:Si 为主效应。

可定义总效应ST
i 为

ST
i =1-Var[E(IF旤x~i)]

Var(IF) =1-
V~i-P2

f

V
(6)
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式中:x~i为输入变量x 中除去xi 的其他分量的

集合。

2暋基于支持向量机的全局灵敏度分析

2.1暋支持向量机方法

支持向量机方法(SupportVectorMachine,简
称SVM)是基于结构风险最小化原则,并建立在统

计学习理论的 VC维理论的一种机器学习方法。

其基本思想为:对于线性不可分的样本,通过非线

性映射氄(·)可以隐式地将欧式空间Rn 中的训练

数据x 映射到高维特征空间Z,从而在高维特征空

间上线性可分,如式(7)所示。

Rn 曻Z,x曻氄(x) (7)

输入向量与输出响应可表示为

f(x)=暺
N

i=1
wi氄i(x)+b (8)

式中:N 为训练样本数;wi 和b为SVM 控制参数;

氄i(x)为映射所需的函数。

对于任意样本点x,SVM 决策函数可以用该

点与训练样本之间的映射函数内积 <氄(xi)·

氄(x)>表示

f(x)=暺
SV

i=1

(毩i-毩*
i )<氄(xi)·氄(x)>+b

(9)

式中:SV 为支持向量数;毩i、毩*
i 为拉格朗日因子,

可通过非线性规划求解得到。

SVM 控制参数根据结构风险最小化来确定,

通过引入拉格朗日乘子,构造与原始问题对偶的非

线性规划问题并求解得到。

当非线性映射氄(x)满足 Mercer条件时,可用

核函数K(xi,x)代替该内积运算,常用核函数为径

向基核函数K(xi,xj)=exp(-暚xi-xj暚2/毮2),毮
为径向基宽度。

因此,式(9)可表示为

f(x)=暺
SV

i=1

(毩i-毩*
i )K(xi,x)+b (10)

2.2暋支持向量机近似模型的构建

综上可知,SVM 模型可近似为输入变量x=
(x1,x2,…,xn)与输出响应Y 的关系,其表达式为

Y=g(x)=ĝ(x)+e (11)

式中:e为误差。

可以看出,在误差满足精度要求的前提下,可

用近似函数ĝ(x)代替g(x),同理根据ĝ(x)的符号

来表示指示函数IF,即用近似指示函数ÎF 代替

IF,从而计算全局灵敏度指标。ÎF 定义为

ÎF =
1暋(ĝ(x)曑0)

0暋(ĝ(x)>0{ )
(12)

训练样本的选取对支持向量机近似模型的精

度具有重要影响。对于结构灵敏度问题而言,各随

机变量通常服从某一种概率分布。逆变换法是目

前应用最为广泛的随机变量产生方法。令随机变

量xi 的 累 积 分 布 函 数 为 FX (xi),根 据 定 义,

FX(xi)暿[0,1],令ui 为区间[0,1]上均匀分布的

随机数,则由逆分布函数F-1(ui)求得随机变量

xi 为

xi=F-1(ui) (13)
直接 MCS方法根据随机变量的概率分布进

行抽样,可能多次抽样都不出现失效点,而不包含

失效点的SVM 训练样本集不能全面获取极限状

态函数的信息,难以保证近似精度。因此采用拉丁

超立方抽样方法在d维[0,1]区间得到样本点后,

不采用逆变化方法得到xi,而是将其映射到区间

[毺i-m氁i,毺i+m氁i]中,以获得更多的失效样本点,
从而构建更高精度的代理模型。其中毺i 和氁i 分别

为随机变量xi 的均值和标准差。m 值的大小应保

证样本中包含一定数量的失效样本点。

为了避免不同量纲的输入变量对SVM 训练

结果的影响,有必要对样本点进行数据预处理,归
一化公式为

x*
i =2(xi-xmin)

xmax-xmin
-1 (14)

式中:xi 为归一化前的数据;x*
i 为归一化后的数

据;xmax和xmin分别为归一化前数据的最大值和最

小值。

2.3暋全局灵敏度指标的求解

采用支持向量机方法代替 MCS方法求解全

局灵敏度的步骤如下:
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(1)根据输入变量的概率密度函数fX(x)生
成两组样本———N暳n 的随机样本矩阵A 和B。
其中,N 为样本数目,数量为几百到几千不等;n为

输入变量的维数。这两组样本可通过简单随机抽

样、拉丁方抽样、Sobol序列抽样[15]得到,一般多采

用Sobol序列抽样。矩阵阵A和B 可表示为

A=

x11 x21 … xn1

x12 x22 … xn2

汅 汅 … 汅

x1N x2N … x

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

nN

(15)

B=

x1(N+1) x2(N+1) … xn(N+1)

x1(N+2) x2(N+2) … xn(N+2)

汅 汅 … 汅

x1(2N) x2(2N) … xn(2N

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

)

(16)

(2)得到另一组 N暳n的样本矩阵Ci(i=1,

2,…,n),其中Ci 的第i列来自于矩阵A,其余的

n-1列来自于矩阵B。

Ci=

x1(N+1) x2(N+1) … xn(N+1)

x1(N+2) x2(N+2) … xn(N+2)

汅 汅 … 汅

x1(2N) x2(2N) … xn(2N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

)

(17)

(3)计算样本矩阵A、B和Ci 每一组样本所对

应的近似指示函数ÎF 的值,可以得到三个 N 维

向量

ÎA =ÎF(A)

ÎB =ÎF(B)

ÎCi =ÎF(Ci

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï )

(18)

(4)根据式(19)和式(20)近似估计主效应Ŝi

和总效应ŜT
i 。

Ŝi=1-
V̂~i-P̂2

f

V̂
(19)

Ŝi=
V̂i-P̂2

f

V̂
(20)

P̂f= 1
2N暺

N

j=1
Î(j)

A +Î(j)
( )B (21)

P̂2
f =1

N暺
N

j=1
Î(j)

AÎ
(j)
B (22)

V̂=P̂f-P̂2
f (23)

V̂i=1
N暺

N

j=1
Î(j)

AÎ
(j)
C(i) (24)

V̂~i=1
N暺

N

j=1
Î(j)

BÎ
(j)
C(i) (25)

式中:P̂f,P̂2
f,V̂,V̂i,V̂~i分别为Pf,P2

f,V,Vi,V~i

的SVM 模型近似估计值;Î(j)
A 、Î(j)

B 、Î(j)
C(i)分别为向

量ÎA,ÎB,ÎCi的第 个元素。

(5)根据式(26)和式(27)计算近似估计值Ŝi

和ŜT
i 的概率误差,Ŝi 的真实值有50%可能落入区

间Ŝi暲毮Ŝi。

毮Ŝi 曋V̂毮V̂i+V̂i毮V̂

V̂2

(26)

毮ŜT
i 曋V̂毮V̂~i+V̂~i毮V̂

V̂2

(27)

式中:毮V̂、毮V̂i、毮V̂~i分别为V̂、V̂i、V̂~i的概率误差,
可分别由式(28)~式(30)计算。

毮V̂ 曋0.6745
N

1
N暺

N

j=1

Î(j)
A +Î(j)

Bæ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

- 1
N暺

N

j=1

Î(j)
A +Î(j)

Bæ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

(28)

毮V̂i 曋0.6745
N

1
N暺

N

j=1
Î(j)

AÎ
(j)
C(i( )) 2- 1

N暺
N

j=1
Î(j)

AÎ
(j)
C(i

æ

è
ç

ö

ø
÷)

2
(29)

毮V̂~i 曋0.6745
N

1
N暺

N

j=1
Î(j)

BÎ
(j)
C(i( )) 2- 1

N暺
N

j=1
Î(j)

BÎ
(j)
C(i

æ

è
ç

ö

ø
÷)

2
(30)
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暋暋传统的蒙特卡洛方法计算主效应Si 和总效应

ST
i 所需样本量为N(2+n),对于失效概率较大的

问题,N 值可取较少,例如几百到几千;对于失效

概率较小的问题则需要大量的样本,例如几千到几

万甚至更高,因此计算成本较大[16]。而采用支持

向量机方法,只需要几百甚至更少的训练样本构建

代理模型,然后基于代理模型计算灵敏度指标,对
于大型的、隐式的、复杂的极限状态函数而言,可以

极大地提高计算效率,同时由于支持向量机良好的

近似能力,也能保证足够的计算精度。

3暋算例分析

为了验证本文所提出的方法的性能,对两个数

值算例和一个工程算例进行分析。将蒙特卡洛法

的结果作为精确解,通过对比失效概率和灵敏度指

标的计算结果,以及所使用的样本量来衡量方法的

计算精度和计算效率。

3.1暋算例1

考虑一个结构系统,其极限状态函数为:

暋暋g(x)=5-x1-x2
2 -0.1sin(毿x2)-

x3
3 -0.1sin(毿x3) (31)

式中:x1,x2 和x3 均服从标准正态分布。

使用直接蒙特卡洛法,全局灵敏度排序为:x3

>x2>x1。将此结果作为参照解。

分别采用直接蒙特卡洛方法(MCS)、交叉熵

方法[16](CrossEntropyMethod,简称CE)、支持向

机结合蒙特卡洛方法(SVM灢MCS)计算输入变量

的灵敏度指标。SVM 训练样本点为200,映射参

数m 取4,SVM 控制参数采用交叉验证方法获得。

基于100次独立运算得到灵敏度指标及失效概率

的均值如表1所示。灵敏度主指标计算结果的箱

线图如图1所示。

表1暋算例1计算结果对比

Table1暋Comparisonofcomputationalresultsforexample1

方暋法 灵敏度(误差) x1 x2 x3 Pf Ncall

MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )

0.0116(0.0006)

0.2041(0.0022)

0.1977(0.0010)

0.4310(0.0018)

0.5186(0.0017)

0.7501(0.0011)
0.0839 1.5暳107

CE
Ŝi(毮Ŝ)

ŜTi (毮ŜTi )

0.0099(0.0081)

0.1996(0.0589)

0.1823(0.0364)

0.3955(0.0682)

0.5300(0.0368)

0.7707(0.0410)
0.0820 26000

SVM灢MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )

0.0116(0.0006)

0.2033(0.0022)

0.1969(0.0010)

0.4279(0.0018)

0.5210(0.0017)

0.7484(0.0012)
0.0844 200

图1暋算例1主灵敏度指标箱线图

Fig.1暋Boxplotofmainsensitivityindicesforexample1

从表1可以看出:本文所提方法与参照解吻合

较好,比 CE方法更接近参照解,证明了所提方法

的有效性;而且本文所提方法调用极限状态函数的

次数也远少于 MCS方法和 CE方法,表明SVM灢
MCS方法的计算效率更高。

从图1可以看出:CE方法的数据方差更大,同
时有较多的异常数据点,而 MCS和SVM灢MCS方

法明显方差更小,且非常接近,表明所提方法的鲁

棒性较高。

综上所述,输入随机变量的灵敏度排序为x3

>x2>x1,因此,若能减少输入变量x3 的不确定

性,便可有效降低结构系统的失效概率。
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3.2暋算例2

考虑一个包含三角函数的Ishigami函数[17],
其表达式为

暋暋g(x)=sinx1+asin2x2+bx4
3sinx1 (32)

式中:x1,x2 和x3 相互独立且都服从(-毿,毿)的均

匀分布,令a=5,b=0.1。

同样采样三种不同的方法计算灵敏度指标,分
别独立计算100次。SVM 训练样本点为300,映
射参数m 取4,SVM 控制参数采用交叉验证方法

获得,计算结果如表2所示(表2计算结果是基于

100次独立运算得到灵敏度指标及失效概率的均

值)。灵敏度主指标计算 结 果 的 箱 线 图 如 图 2
所示。

表2暋算例2计算结果对比

Table2暋Comparisonofcomputationalresultsforexample2

方暋法 灵敏度(误差) x1 x2 x3 Pf Ncall

MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )
0.2998(0.0010)

0.7366(0.0013)
0.1648(0.0011)

0.5438(0.0015)
0.0674(0.0009)

0.3404(0.0018)
0.1962 1.0暳107

CE
Ŝi(毮Ŝ)

ŜTi (毮ŜTi )
0.3011(0.0240)

0.7407(0.0228)
0.1678(0.0200)

0.5448(0.0282)
0.0685(0.0168)

0.3422(0.0333)
0.1958 16000

SVM灢MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )
0.2979(0.0013)

0.7356(0.0013)
0.1664(0.0011)

0.5467(0.0015)
0.0667(0.0009)

0.3432(0.0018)
0.1962 300

图2暋算例2主灵敏度指标箱线图

Fig.2暋Boxplotofmainsensitivityindicesinexample2

从表2可以看出:本文方法计算结果、计算误

差与参照解更为接近,而CE方法计算结果虽然也

较为接近,但其计算误差较大。
从图2可以看出:本文方法的方差较小,具有

较高的稳定性。
综上所述,输入随机变量的灵敏度排序为x2

>x1>x3,因此,若能减少变量x2 的不确定性,便
可有效降低极限状态函数的失效概率。

3.3暋算例3

考虑如图3所示的九盒段机翼结构[16],该结

构由64个杆单元与42个板单元构成,材料为铝合

金,已知外载荷P 与各个单元的强度Ri 均为正态

随机变量,分布如表3所示。原始数据取自文献

[18]。通过失效模式的枚举方法可以得到该结构

的典型失效模式,对应的极限状态函数为如(式
(33))所示。

图3暋翼盒示意图

Fig.3暋Wingboxstructurediagram

表3暋算例3基本随机变量

Table3暋Inputrandomvariablesofexample3

变量 分布类型 均值/kg 变异系数

R68 Normal 83.5 0.12

R77 Normal 83.5 0.12

R78 Normal 83.5 0.12

R Normal 150 0.25
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暋g(R68,R77,R78,P)=4.0R68-3.9998R77+
4.0R78-P (33)

采用三种不同的方法计算得到的灵敏度指标

结果如表4所示(灵敏度指标计算结果均值)。所

有计算结果基于独立计算100次所得到。SVM 训

练样本点为400,映射参数 取3.5,SVM 控制参数

采用交叉验证方法获得。灵敏度主指标计算结果

的箱线图如图4所示。

表4暋算例3计算结果对比

Table4暋Comparisonofcomputationalresultsforexample3

方暋法 灵敏度(误差) x1 x2 x3 x4 Pf Ncall

MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )
0.0356(9.677e灢4)

0.6995(0.0031)
0.0356(9.676e灢4)

0.6994(0.0031)
0.0356(9.674e灢4)

0.6996(0.0031)
0.0288(8.834e灢4)

0.6626(0.0033)
0.0098 1.5暳107

CE
Ŝi(毮Ŝ)

ŜTi (毮ŜTi )
0.0352(0.0011)

0.7005(0.0034)
0.0355(0.0011)

0.6996(0.0039)
0.0354(0.0010)

0.7002(0.0036)
0.0288(0.0009)

0.6634(0.0034)
0.0098 26000

SVM灢MCS
Ŝi(毮Ŝi)

ŜTi (毮ŜTi )
0.0355(9.685e灢4)

0.6997(0.0031)
0.0356(9.693e灢4)

0.6994(0.0031)
0.0355(9.677e灢4)

0.6995(0.0031)
0.0288(8.850e灢4)

0.6629(0.0033)
0.0098 400

图4暋算例3主灵敏度指标箱线图

Fig.4暋Boxplotofmainsensitivityindicesinexample3

以 MCS法的计算结果作为参照解,从表4可

以看出:三种方法的结果吻合很好。无论是灵敏度

排序还是失效概率结果,本文所提方法与 MCS法

均一致。从图4可以看出:本文方法的方差较 CE
方法小,与 MCS方法方差接近。但本文所提方法

需要调用的极限状态函数仅需400次,相当于 CE
方法1/65的计算量,MCS方法的1/37500。因此

本文所提方法的计算效率更高。避免了在工程实

际问题中,调用大量的、昂贵的有限元计算。

4暋结暋论

针对基于失效概率的全局灵敏度分析,提出基

于支持向量机和蒙特卡洛方法相结合的组合算法。
支持向量机方法在小样本下具有较好的泛化能力,
能较好的拟合输入变量与输出响应之间的关系,适

用于非线性和隐式极限状态函数的灵敏度问题。
同时使用均匀映射的方法可以使得更多的样本点

落入失效域,提高抽样效率。
通过支持向量机方法与蒙特卡洛方法相结合

的组合算法,建立对基于失效概率的全局灵敏度分

析框架,可以同时得到失效概率与灵敏度排序,且
训练样本少,计算时间短,能够有效的提高计算效

率。通过三个算例,验证了所提方法的计算效率和

精度,为工程全局可靠性灵敏度分析提供了新

工具。
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